XLI Olimpiada Matematica Espafola 2005

Fase local
Soluciones

1 | Se considera un triangulo ABC con BBAC =45°y BACB = 30°. Si M

es el punto medio del lado BC, se pide demostrar qgue DAMB =45°y
que BC.AC =2.AM.AB.

(0]
Por el teorema del seno aplicado al triangulo ABC, 2€ - 5en45 / _

AB  sen30° }é
Por lo que —= /‘/—

8(7 =42 . Como consecuencia los triangulos ABC y

ABM son semejantes, ya que tienen un angulo igual, el del vértice B, y los

lados que le comprenden proporcionales. Los angulos PBAC y BBMA son
iguales a 45°.

Por la semejanza, BCxAC = ABx/2 xAM.+/2 =2 xABxAM ||}
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Cuatro bolas negras y cinco bolas blancas se colocan, en orden
arbitrario, alrededor de una circunferencia.

Sidos bolas consecutivas son del mismo color, seinsertaunanueva
bola negra entre ellas. En caso contrario, se inserta una nueva bola
blanca.

Seretiran las bolas negras y blancas previas ala insercién.
Repitiendo el proceso, ¢es posible obtener nueve bolas blancas?

Como modelo equivalente a Io
expuesto podemos considerar que las
bolas ocupan los nueve vértices de un
eneagono regular y que las bolas que
se insertan se colocan en los puntos
medios de los lados.

Por tanto se insertan 9 bolas,
después de retirar las nueve iniciales,
las 9 insertadas ocupan los vértices de
otro eneagono regular.

Repitiendo el proceso obtendriamos
9 bolas colocadas en los vértices de un

enedagono regular. Si son todas blancas, es porque las que ocupaban los
veértices del eneagono anterior eran distintas en los extremos de cada lado.

Esto es imposible puesto que el nUmero de vértices es impar.
No es posible obtener nueve bolas blancas
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Encontrar todos los niumeros enteros positivos n tales que 3"+5" es
multiplo de 3" + 5™,

Si 3" +5" esmudiltiplo de3™* +5™ " entonces
3" +5" =m»3"* +5"1), donde m >0 es entero
3"-mx@™t=mx"t-5" b 3"Y3-m)=5"}m- 5)

Sim 1! 4, los miembros de la ultima igualdad son de distinto signo o nulos
por separado (las potencias de base 3 0 5, son positivas), por lo que no se
cumple la igualdad.

Sim =4 resulta laigualdad - 3"*=-5"" que se verifica paran = 1.

El nimero entero positivo pedido es 1.}
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Sean X, , X, las raices del polinomio P(x) =3x* +3mx+m? -1 , siendo m

un namero real. Probar que P(x?)=P(x3) .

Comprobemos que la diferencia siguiente es nula:
P(C)- P(X3) =3xS +3mxS +m? - 1- (3x§ +3mx; +m? - 1):
:3(x‘15 - x2)+3m(xf - xg):B(Xf - xg)(xf +x§)+3m(x§ - xi):
:S(Xf - xg)(xf +x§)+3m(xf - xg):S(xf - xi)(xf +X3 +m)

teniendo en cuenta las propiedades de las raices de una ecuacion de
segundo grado

2
3 _ 3 3 _ _m '1
(x1+x2) =X +x2+3.x1.x2.(x1+x2) , X X, =-m, X . X, = ——

podemos hallar el valor del factor:

3 43 _ 3 _ 3 Lm’-1 _
X2 +x3+m=(x, +x,)> -3.x.%,.(x, +x,)=-m?®- 3 . (-m)=0

Por tanto, el producto 3(x}- x3)(¢ +x3+m) es 0 y se cumple que
Px})=P(x3) 1l
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En el interior de un cuadrado ABCD se construye el triangulo
equilatero ABE. Sea P el punto interseccién de las rectas AC y BE,

Sea F el punto simétrico del P respecto de la recta DC. Se pide
demostrar que:

a) el triangulo CEF es equilétero.

b) el triangulo DEF es rectangulo e isésceles.

c) el triangulo BDF es is6sceles.

d) el triAngulo PDF es equiléatero.

a) El triangulo EBC es isdsceles (
EB=CB) , el BEBC = 30° entonces
DBEC = BDECB = 75° El BECP = 30°
por lo que el triangulo ECP esisOsceles
(BCEP = BEPC = 759), es decir, EC =
EC. Ademas DECD = 15° y BDCF =
DDCP = 45°, por lo que BECF = 60°.
Por tanto, el triangulo CEF es equilatero

b) Los triAngulos BEC y ADE son
iguales, DE = EC = EE ( por a)). En el
punto E los angulos concurrentes

suman 2.75° + 2.60° , por lo que BDEF
= 90° Por tanto, el triangulo DEF es
rectangulo e isésceles.

C) Los triangulos AEC y BEF son

iguales ( AE = EB, EC = EF, BAEC =

B

135° =bBEF ), por tanto DB_= AC = BEF. Por tanto, el triangulo BDF es
iIsosceles.

d) DF = DP (DC es la mediatriz de PF), DP = PB (AC es la mediatriz de
DB), PB = PF (BPBF = 15° = BPFB), es decir, DF = DP = PF y el triangulo
PDF es equilatero.
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Encontrar todas las funciones f: R® R tales que

xZ xf(x) + f(1- x) =2x- x*

Sizesreal : z° X(z)+f(1- z)=2z- z* ,haciendo z=1- x
(L-x)° X(1-%)+10) =2(1-x)- {L- x)*
despejando en x* Xf(x)+f(1- x)=2x- x* , f(1- X) =2x- x* - x? >f(x)

sustituyendo en (*):

(1-x)* {2x - x* - X2 (X)) +f(x) = 2(1-x)- (1- X)*
- %2 (1-%)? Ji) = 2(1- ) - (1- x)* - (1-x)?(2x- x*)

f(x) = 21-x)- (1- x)° - @-x)° (ZX' X4) — (x +1)(x- 1)(X4 - 2%+ X% - 1)

1- x2.(1-x)? -xt2x® - xP 41
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