XLII Olimpiada Matematica Espaiiola

Los dias 19 y 20 de enero se propusieron en Burgos los problemas correspondientes a
la TANDA Il (En sesiones de tarde de viernes y mainhana de sabado)

Los enunciados y las soluciones publicadas en la web de la Olimpiada Matematica
Espanola (http://platea.pntic.mec.es/%7Ecsanchez/olimmain.htm) son los que a
continuacion figuran en letra Times NR de color negro. Los comentarios (en letra Comic
Sans MS de color azul) y graficos azules afadidos pretenden aclarar mas, si cabe, lo
expuesto.

S. Lafuente

Problemall -1

En € sbtano de castillo, 7 gnomos guardan su tesoro. El tesoro esta detras de 12 puertas, cada
una de ellas con 12 cerraduras. Todas las cerraduras son distintas. Cada gnomo tiene llaves para
algunas de las cerraduras. Tres gnomos cualesquiera tienen conjuntamente llaves para todas las
cerraduras. Probar que entretodoslos gnomostienen por 1o menos 336 llaves.

Solucion.
Debe haber 4 gnomos de modo que cada uno de Si no hubiese 4 gnomos con al menos 48 llaves
elos tengaa_l menos 48 llaves (de lo Contrar_m se cada uno, querria decir (como son 7 gnomos) que
podrian elegir 3 de ellos de manera que tuvieran 4 o mds gnomos tienen cada uno menos de 48

conjuntamente menos de 3-48 = 144 |laves y por
lo tanto no podrian &brir las cerraduras, contralo
supuesto).

llaves. De estos podriamos elegir 3 con un total
de llaves inferior a 3-48 = 144 |laves necesarias
para abrir las 12 puertas con 12 cerraduras
cada una. Esto va en contra de "Tres gnomos
cualesquiera tienen conjuntamente llaves para
todas las cerraduras”

Los otros 3 gnomos tienen conjuntamente a
menos 144 llaves. Por lo tanto hay 4 gnomos
con, a menos 48 llaves cada uno y otros 3
gnomos con ad menos 144 llaves, luego los 7
gnomos tienen a menos 4-48 +144 = 336 llaves.

Hay que aclarar que el nimero minimo necesario de llaves para poder asegurar que siempre se
cumple: "Tres gnomos cualesquiera tienen conjuntamente llaves para todas las cerraduras”, es
superior al de 336. En efecto, para cada una de las 144 cerraduras debe haber una llave que la abra
en cualquier grupo de 3 gnomos elegidos, como son 7, tiene que haber, al menos, 5 (si hubiese 4
habria 3 gnomos que no tendrian esa llave y al ser elegidos incumplirian la hipétesis). Total, entre los
7 gnomos tienen que tener, como minimo, 5:144 = 720 llaves.

Creo que, en el enunciado, la redaccién de la frase : "Probar que entre todos los gnomos tienen por lo
menos 336 llaves”, se deberia haber cambiado el 336 por el 720.



Problemall -2

Determinar todos los enterosn talesque

\/25 625 \/25 625
S = n+ = [
2 "2 2 2

es entero.
Solucion.
2
Llamemos g;/zs 625 st 625 _
8—+ —-n+,]|]—- J—-n" =

0

2 4 2 4 2

p\/é 65 Jé 55 =[5+ 20m y
> 2 2 4 _25+Je>25_n+25_\,€>25_n+2<a;e

2 Vas T2 1a §

(laultimaiguadad se comprueba eevando a

cuadrado la expresion dada ala que se llamap). =25 +2+h
) Si n es entero, p2-25 ha de ser par, es decir,
2. 250 :
Entonces n = oo > Ty pesun nimeroimpar p impar.
%) :
. p es mayor o igual que 5, puesto que

mayor o igua que 5.

yorelgaq p =25 +2n

. 625 .
S p3 9, entonces n >—— y laexpresién dep no Obsérvese [625
4 \IT' n

Seriared.

Losposhblesvaoresdep son5y 7, que dan
respectivamente las solucionesn =0y 144.

Problemall -3

Dos esferas de radio r son tangentes exteriores. Tres esferas de radio R son tangentes exteriores
entre si, cada una tangente a las otras dos. Cada una de estas esferas es, ademas, tangente
exterior alasdosprimeras.

Encontrar larelacion existenteentreR y r.

Solucion.



Los centros O,,0,,0, de las tes esferas de radio R
son los vértices de un triangulo equilétero. e T e

Los centros de las dos esferas de radio r determinan
una recta perpendicular a plano determinado por los
centros de las esferas de radio R; € punto de
tangencia T de las esferas de radio r debe ser € centro
del triangulo equilaero anterior.

T debe equidistar de O1, Oz ,y O3

Los cinco centros son los vértices de un doble tetraedro.
Sea C, uno de los centros de las esferas de radio r y
consideremos € tetraedro O,0,0,C, .

T es € pie de la dtura desde C, y se verifican las
relaciones

00, =2ROC,=r+R,CT =r
El tridgngulo C,O;T esrectdnguloen T, y setiene

oT :é RV3.

Una aplicacion del teorema de Pitagoras en este Ultimo
triangulo nos permite escribir

2
(r +R)2:%+r2

que se simplifica paradar

2Rr :%RZU R=6r.

Problemall -4

Calcular los nimeros py q tales que las raices de la ecuacion x>+ px+q=0 sean Dy 1 — D,
siendo D € discriminante de esa ecuacion de segundo grado.

Solucion
Por las formulas que relacionan las raices y los coeficientes de la ecuacion, setiene
D+1-D=-p D(1-D)=q



De la primera se obtiene inmediatamente p = - 1; delasegunda, q =D - D°.
Pero D = p* - 4q =1- 4q=1- 4(D- D?),

esdecir 4D%- 5D +1=0, deberdser D=1 6 D=}{1.

2
S D=1, entonces q=1- ¥ =0. S D:%,entonc&q:%-gg :%.
Los vaores obtenidos son
(p.a)=(-1.,0)
(p.q) =§e- 39
16 g
Finamente se comprueba por sugtitucion directa que en esos dos casos la ecuacion tiene como

raicesD y-D.

Problemall -5

Los numeros naturales 22, 23, y 24 tienen la siguiente propiedad: los exponentes de los factores
primos de su descomposicion son todos impar es.

22=2"11 23=23; 24=2°.3.

¢Cudl es d mayor niumero de naturales consecutivos que puedentener esa propiedad?. Razénese
la contestacion.

Solucion
Vamos a demostrar que es imposible encontrar 8 nimeros consecutivos con esta propiedad.

Supongamos, para razonar por reduccion d absurdo, que taes 8 nUmeros consecutivos
exigen. Uno dedlosa quellamaremaos n, es divisble por 8.

Entre los 8 nimeros deberd estar, o hien n + 4, o bien n — 4. Tanto uno como otro son
divisbles por 4, pero no por 8, y esto es una contradiccion porque € exponente de 2 en es
ndmero es necesariamente PAR.

El gemplo de los nUmeros
29, 30, 31, 32, 33,34, 35
demuestra findmente que € méximo buscado es 7, y que efectivamente se dcanza.

Existen mds grupos de siete nimeros consecutivos con dicha propiedad, por ejemplo, del
37 al 43, 0 del 53 al 59.



Problemall -6

Los vértices del cuadrilatero convexo ABCD estan situados en una circunferencia. Sus diagonales
AC y BD secortan en € punto E. Sea O, € centrodd circuloinscrito en € triangulo ABC,y G, el
centrodd circuloinscrito en  triangulo ABD. Larecta OO, cortaa EBen My a EA en N.

Demostrar que e triangulo EMN es isOscel es.

El centro dd circulo inscrito es €

punto de interseccion de las

bisectrices, asi que
bB0O,BA=D0O,BC=Db
B0O;AB=DO;AC=t
B0O,BA=D0O:1BD=a
B0O.,AB=D0O:AB=0

Entonces setiene
BBO;A=p -(b+)
bBOA=p -(a+9)

de donde BBO,A=DBO,A

porque

b+t =a+gU 2b-2a=29-2 U PCBD =DCAD (égulos inscritos que abarcan d
arco CD).
Resulta entonces que los puntos B, Q,0,, A estén en una circunferencia.

Pero entonces
PMO,B=p - PO,0,B=D0O,AB=g¢g
esdecir,
DAMN =bBMBO, +DMOB=2a - b +g
Andogamente,

DEMN = DNAQ +DNO,A=t +DO,BA=t +a

v v
de donde resulta EMN = ENM porque 2a - b+g=t +a .
Por tanto, EMN es isdsceles.



OTRAS TANDAS

TANDA | (En sesiones de viernes, mafianay tarde)

Problemal -1

Se da un triangulo rectangulo isdsceles ABC, con € angulo recto en C, y los catetos de longitud 2.
Un arco de circulo | con centro A divide al tridngulo en dos partes de la misma area, mientras
gue € arco decirculo m con centro en B estangente al arco | en un punto dela hipotenusa AB.
Hallar € érea de la porcién del triangulo no cubierta por los sectores circulares correspondientes
alosdos ar cos.

Solucion.
Ser d radio dd aco |. Bl &ea dd sector determinado asi en € tridngulo es 1/8 dd area del circulo. Por

lo tanto,
1pr2 =1Pr =2\/2.
8 p

r,=|AB|- r =22 -2 —_2J—§ T;

El radio dd circulom es

El &reade laregion buscada es entonces

1 18
s=1-—p-sgi —%=2p-p.
8 @

Problemal - 2
Se suponen conocidas las raices reales de las n ecuaciones de segundo grado que se indican en €
siguiente cuadro:

Ecuacion Raices
X*+ax+bh=0 | XX
x>+ a,x+b, =0 | X5 X%

X“+gx+h, =0 | X, X,

Encontrar, razonadamente, las raices de la ecuacion

At ta, BEb ot

n n
Solucion.
Por hipétesis, setiene
X +ax, +h =0
X5+ 8% +b, =0

Sumando estas igualdades, resulta


IES

IES
OTRAS TANDAS


G +H(a + 43, )%+ (b + -+, ) =0

es decir, X, esunaraiz de la ecuacion propuesta.

Por lo tanto, € discriminante de esta ecuacion es no negetivo y debe tener otra raiz a la que llamaremos
X . Por las formulas que relacionan los coeficientes y las raices, setiene

Xot% =-8
Xo+ X, =- &,
X+ %= a+---+a,

Multiplicando la dltimaiguadad por n y restando de las anteriores, resulta

nx - ()(1+...+Xn):o U Y:%

Problemal - 3

En € triangulo ABC setraza la bisectriz interior CD. Se sabe que € centro del circulo inscrito en
e tridngulo BCD coincide con € centro del circulo circunscrito de triangulo ABC. Calcular los
angulosdel triangulo ABC.

Solucion

Sea O € centro comin de los circulos mencionados en @ enunciado. Por la hipdtess, BOy CO son
bisectrices de los dangulos DABC y DBCD (O esd centro dd circulo inscrito en BCD).

Ademas AO=BO = CO (Oesd centro dd circulo circunscrito a ABC).

De aqui, S llamamos a =D ABO, entonces tenemos

DOAB =a,DOCB =bPOBC =a ,BDBCD =2a (CD eshisetriz)

De aqui, POAC =DOCA =3
Como lasumade los angulos dd tridngulo ABC es 180°, resultaa =18°,y DPA=DC =72°, DB =36°.

Problemal - 4
Encontrar, razonadamente, dos nimer os enter os positivosay b, tales que

b? sea mdltiplo dea,

a® sea multiplo de b?,

b* sea maltiplo de a®,

a® sea multiplo de b*,

pero b® no sea multiplo de a°.

Solucion
Escribamos

ar bl

a= plal...pr , b=p>-
dondea;, b, ® O, p, esprimo paracadai,y p,* p; 9 it j.

P



Las condiciones del problema son entonces equivaentes a
i) paracadai a, £20, £3 £, £3, y

i) exigei td que a; >§bi.

Es claro entonces que basta consderar un solo primo, asi que encontraremos a; y b, que stisfagan i)
y ii).

Esto puede hacerse facilmente por tanteo, por gemplo a, =4 y b; =3 drven (también srven a; =13
y b, =10).

Ahoratomamos para p, cudquier primo, por gemplo 2.

Una pargja que satisface las condiciones pedidases a = 2*, b =2°.

Problemal -5
Un ndmer o positivo x verificalareacion

1
X2+?=7
Demodrar que
1
X+
XS
esenteroy calcular su valor.
Solucion.
Setiene
e 16 1 1
X+=1 =X +=+2=7+2=9 p x +~ =3.
8 X@ X X
Entonces
3 i
39=27=F+210 =041 13F 1O x3+i3+3-3b x3+i3:18.
" xg ¥ & xg X X
Entonces
106 1 1 1
718:66)(2 +_22 6?8 +_39: X° ++Xx+== 3+x°> +—b x° +— =123
8 X gg X g X X
Problemal - 6
Se consideralainecuacion
x- g<ax,

dondea esun parametroreal.

a) Discutir la inecuacion segin los valores de a.

b) Caracterizar los valores de a para los cuales la inecuacién tiene exactamente DOS soluciones
enter as.

Solucion.



a) En principio distinguiremos dos casos, seglinque X3 16 x<1.
Caol: X3 1. Ladesiguddad es equivdente alasiguiente:

x-1<axU (1- a)x<1.

Subcaso 1.1: Supongamos 1- a> 0, esdecir, a <1. Entonces x<1i,1i>10 a>0. Por lo tanto,
-a l-a

o<a<1,1£x<ﬁ.
Subcaso1.2: 1- a=0U a=1y |ladesiguadad se escribe como O-x < 1. Por lotanto a =1, x 3 1.
Subcaso1.3: 1- a<0b 1<ab x31.Ladesguddad esequivdente a 1- x<axU 1<(a+1)x.
Casoll: x<1. Ladesiguddad esequivdenteal- x<ax U 1<(a+1)x.

Subcaso 11.1: a+1>0 U a>-Li<x<1,i<1U a>0.
a+1l a+l

Por o tanto, a>0,i+1<x<], cuando - 1 <a £0 no hay solucion.
a
Subcaso 1.2 a+1=0 0 a=-1b 1 <0, nohay solucion.

Subcaso1.3: a+1<0U a<-1b x<i<o.
a+l

1
Porlotanto, a<-1 x<—.
a+l

Resumiendo:

S a<-1, entonces x<i.
a+l

S -1 £a£0, nohay solucion.
1
a-1

1
9 O<acx<], entonces <x<
a+1

9 1f a, entonces 1£ X.

b) Por d andisis efectuado en a), la desigualdad puede tener dos soluciones enterassdlos 0<a<1.
Y aque en estos casos setiene

0<i <1<i,
1+a 1-a
habra dos soluciones enteras 5 y solamente s
2<i£3.
1-a
Por lo tanto larespuesta es
l<a£z.

2 3



TANDA |11 (Mafanay tarde del sdbado)

Problemalll —1

Losnumerosreales no nulosay b verifican laigualdad
a’b’
o =1
Encontrar, razonadamente, todos los valor es tomados por la expresion
a-b
a’+b?

Solucion
La primeraiguadad dd enunciado la escribimos como
a’’=a'-2b*0 a'- b%a’- 2b*=00 (a2 +b2)(a2 - 2b2) =0.

De ahi que, 0 bien a® =- b? (lo que es daramenteimposible), o bien a* = 2b?.
En este GItimo caso, sustituyendo en la segunda expresion, obtenemos

27t 1

2% +b?> 3
Problemalll -2

¢Existe un conjunto infinito de nimer os natur ales que NO se pueden representar en laforma
n’+p,

siendo n natural y p primo? Razonese la contestacion.

Solucion

La respuesta es afirmativa Vamos a demostrar que hay un nimero no acotado de cuadrados que no se

puede expresar de esa manera.

Seam® =n?+p.Entonces M’ - 1 = p U (m+n)(m- n) = p, yd ser p primo, necesariamente
m-n=1m+n=p.
De aqui que

p+1

m= .
2

Luego m? =n®+ p esposible solo para nimeros de laforma pT+1 con p primo.

Pero existe un conjunto no acotado de nUmeros impares que no son primos, como por gemplo 3" con
rs 2.



Problemalll —3

En € triangulo ABC, se trazan la bisectriz interior AL (L pertenece al lado BC), laaltura BH (H
pertenece al lado AC) y lamediana CM (M pertenece al lado AB).
Se sabe que los &hgulos DCAL, BPABH y BDBCM son iguales.

Determinar, razonadamente, las medidas de los angulos ddl triangulo ABC.
Solucion
Llamemosa =DCAL = DABH =DBCM Entonces DPBAC =2a .
S d angulo BAC fuera obtuso, € punto H estaria en la prolongacion dd lado AC mas dlade A, y por
lo tanto 2a =a +90°, de donde a =90°. Esto es imposible, porque todos los angulos mitad de un
triangulo son agudos (suman 90° entre los tres). Ademas DBAC® 90°, pues a ! 0. Por lo tanto A es
agudo, y entonces, consderando € triangulo ABH se obtiene

a+2a =90°0 a =30°.
Es fé&cil ver que d reciproco también es cierto, es decir que S en un trigngulo @ angulo A es de 60°,
entonces DCAL =DABM .

Por condguiente, los triangulos buscados son aguellos que tienen d angulo PBAC =60°, y cuya
mediana CM forma un angulo de 30° con € lado BC.

El conjunto de los puntos desde los que € segmento BM se ve bagjo angulo de 30°, situados a un lado de
larecta AB, es un arco de circunferencia que puede cortar a AC alo sumo en dos puntos.

Edta condicion la verifican los puntos C con ABC equiléero, y H, con HM la pardela media de ABC

equildero (BBHM =DHBC =30°).
Por lo tanto las tnicas soluciones del problema son

A=B=C=60° ohien A=60°, B=30°, C =90°.
Problemalll —4

Determinar todas las ternas de nimeros reales (a,b,c), con a! b,at 0,b* 0, tales que las
parabolas

y=axX’ +bx+c, y=bx’+cx+a
tienen e mismo vértice.
Solucion.
Se observaen primer lugar que las pardbolas pasan por € punto comin N (1, a+ b+c) :

Primera solucién
SeaV(X), yo) el vértice de las dos parébolas. El cambio de varigble

X=X-X%, Y =Y- Y,

tranforma V en @ punto O’ que es & origen de coordenadas, es decir, las ecuaciones de las parabolas
en e nuevo Sgemason

Y =axX? Y=bX?
gue pasan por € punto comun



N'(1- x,, a+ b+ c- y,).

Dado que at® b, estas dos pardbolas sdlo tienen € Unico punto comin O, luego N = Oy Nesd
vértice de las dos pardbolas.

Entonces
b o ipb=-2a c=4a
2a 2b
Segunda solucion.
Anulando la primera derivada para hdlar la abscisa del vértice eiguaando, se obtiene directamente
_b__c.
2a 2a’

igualando ambos vadores a 1, como abscisade punto comun, resultalo anterior.
En conclusion, los vaores buscados son

(a,b,c)° (a- 2a- 4a) con at 0.

Problemalll -5

Encontrar todaslasoluciones(x, y) reales del sistema de ecuaciones

X*- xy +y* =7U
Xy +xy’ =- 2%
Solucion.
Como la segunda ecuacion se puede ecribir en laforma
xy(x+y)=-2,
vamos a ecribir la primera de manerare ativamente parecida:
(x+y) - 3xy="7.
Haciendo € cambio devarigbles x+ y=§ Xy = p obtenemos @ sstema equivaente
s’-3p=70 1)
$p=-2 }

La segunda ecuacion implicaque st 0,y p=- g. Sugtituyendo en la primera ecuacion se obtiene la
s

ecuacion clbica s’ - 7s+6=0,
quetienelasraicesenteras s =1s,=2,5,=-3.
A estos valores des les corresponden los valores de p

2
pl:.z,p2 ='1.Q :5,
respectivamente.



Los nimeros X e y son las raices de la ecuacion cuadrética t*- st+ p =0, que en cada uno de los casos
anteriores dalas tres ecuaciones de segundo grado

t?-t-2=0, t?-2t-1=0, t2+9t+g:0.

Resolviendo obtenemos las soluciones del sstema dado:

{X’Y}:{'1,2}={1+\/§,1_ \/E}:?'9+«/5_ 9@2

i 6 6

Problemalll - 6

Decimos que tres numeros naturales distintos forman una terna aditiva s la suma de los dos

primeros de elos es igual al tercero. Hallar, razonadamente, € maximo nimero de ternas
aditivas que puede haber en un conjunto dado de 20 nimer os natur ales.

Solucion.
Sean veinte nimeros naturales mutuamente distintos, arbitrariamente elegidos.

X <K << Xy
Vamos a obtener una cota superior para d nimero de ternas aditivas que se pueden encontrar entre
dlos, es decir, temas {x,X,%} que verifiquen 1£i <j <k £20, y X + X = X. Pimero haremos

estos paraun valor fijo del indice kT {3,4,-+,20} : sean estas ternas
Do oo, o {x o, x -
Entonces los nimeros
X, X X X0ttty Xy X))
son mutuamente distintos y estan todos en @ conjunto
{% %0 %}

Por lo tanto, su nimero 2p debe estar sometido alalimitacion
2p£k-1,

es decir p debe ser menor o igua que la parte enterade %(k 1):

ek 1u
"g2
En consecuencia, € nimero total de ternas aditivas no puede exceder de lasuma
20
é_ek u:1+1+2+2+3+3+ -+9+9=90.
& 2 H

El gemplo dd conjunto



M ={1,2,3,---,20}

demuestra que la cota superior 90 puede ser efectivamente acanzada, ya que para cuaquier

kT {3,4,---,20}
podemos elegir parai cuaquier nimero del conjunto

i ék - 100

,1121...l~_,,;

e 2 B

e correspondiente j =k - i satisface, en efecto las desiguadades i <j <k, as que {i,j,k} esuna
terna contenidaen M.





